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唐　果１，陈安华２，郭源君２

（１．湖南科技大学 数学与计算科学学院，湖南 湘潭４１１２０１；

２．湖南科技大学 机械设备健康维护湖南省重点实验室，湖南 湘潭４１１２０１）

摘　　　要：在考虑金属橡胶隔振系统的非线性刚度和非线性迟滞恢复力的基础上，建立了金属橡胶隔振

器的非线性动力学方程．根据非线性振动理论，得出了系统在弱非线性情况下的一次谐波慢变参数的平均化

方程；推出了谐波慢变参数状态方程的离散化映射，获得了金属橡胶隔振器出现混沌的解析条件．
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　　金属橡胶是因为它具有橡胶的弹性而得名，
从其内部组成来分析，它仍是金属，是将金属丝卷
成螺旋形，以使它们相互勾联嵌合，在经过加工成
型为一种类似于橡胶分子结构的空间网状多孔的

结构．通过对它的这种特殊结构的研究，可以发现
金属橡胶表现出不同的力学性质，它是一种很好
的阻尼隔振材料，而该种材料具有在真空中不挥
发、能耐高温和低温、结构轻、抗老化、耐腐蚀等优
点，所以用它制成的金属橡胶隔振器的隔振性能
强，适合恶劣环境下（高温、低温、真空等）的阻尼

减振．因此金属橡胶被广泛应用于航空航天和汽
车等工业领域，以其代替橡胶做减振、阻尼和密封
件，对提高航空航天产品的寿命、可靠性有很大的
好处．从而也就引起了国内外的许多研究者对它
的研究．目前许多研究工作者从理论和实验两方
面对金属橡胶隔振系统的阻尼特性［１－２］、隔振性
能［３－４］、动静态性能［５－６］、迟滞恢复力模型的建
立［７－１０］以及系统的力学和数学建模［１１－１５］等问题进

行了研究．实际的金属橡胶隔振系统是一个典型
的非线性系统，混沌是非线性动力系统的一种特
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有的运动形式，所以在利用金属橡胶进行隔振时，
必然存在混沌运动．因此，在对金属橡胶进行隔振
设计与分析时必须充分考虑隔振材料非线性因

素；必须对被动隔振体混沌运动的有关问题进行
研究．但是，目前还没有见到关于对金属橡胶隔振
系统的混沌运动的研究报道．混沌的解析预测是
定性研究混沌的一种有效方法［１６－１７］，常用的有

Ｍｅｌｎｉｋｏｖ方法［１８－２１］，但由于金属橡胶隔振系统隔
振材料的刚度具有渐硬特性，难以通过 Ｍｅｌｎｉｋｏｖ
方法去进行预测，因此本文通过设立系统的一次
谐波解，求出谐波解的慢变参数满足的状态方程，
然后对此状态方程平均化、离散化，根据离散动力
学的基本理论推出了慢变参数满足的状态方程出

现鞍点的条件，得出金属橡胶隔振系统出现混沌
的解析条件，为金属橡胶隔振系统设计和隔振效
果分析提供可靠的理论依据．

１　金属橡胶隔振体非线性动力学
方程

１．１　金属橡胶的迟滞恢复力

通过对金属橡胶的这种特殊结构的研究，发
现在加载和卸载时，金属橡胶表现出不同的力学
性质，它的力学特性曲线通常是滞迟回线．参考文
献［２２－２３］指出，金属橡胶的迟滞恢复力可以利用
椭圆来近似表示．在参考文献［２４］中已证明

ｆ＝ｋｄｘ０ｃｏｓωｔ－ｋｚｘ０ｓｉｎωｔ （１）
是一个如图１所示的椭圆方程．其中参数ｋｄ 和ｋｚ
采用非线性最小二乘的方法确定．所以金属橡胶
的迟滞恢复力可用方程（１）表示．

图１　金属橡胶的迟滞恢复力

Ｆｉｇ．１　Ｈｙｓｔｅｒｅｓｉｓ　ｌｏｏｐ　ｏｆ　ｍｅｔａｌ　ｒｕｂｂｅｒ

１．２　非线性动力学方程

金属橡胶材料是一种非线性干摩擦阻尼材

料，很多参考文献已给出了如图２所示的受基础
激励的金属橡胶隔振器力学模型［１，４，１３－１５］，并给出

其运动微分方程为

ｍＺ̈＋ｃ（Ｚ
·
－ｕ

·）＋ｋ（Ｚ－ｕ）＋

β（Ｚ－ｕ）
３＋ｆ（ｔ）＝０ （２）

其中Ｚ为被隔振体的绝对位移，ｕ为地基的振动
位移，ｍ为金属橡胶隔振系统的质量，ｃ为系统的
阻尼力系数，ｋ为系统的线性刚度系数，β为系统
的非线性刚度系数，金属橡胶隔振器系统的非线
性弹性力为Ｆ＝ｋ（Ｚ－ｕ）＋β（Ｚ－ｕ）

３；ｆ（ｔ）为金
属橡胶隔振器的迟滞恢复力．令

ｘ＝Ｚ－ｕ，ｕ＝ｕ０ｃｏｓ（ωｔ） （３）
其中ｕ０ 为地基振动位移振幅，可以通过测量得
到．将方程（１）和方程（３）代方程（２）得

ｍ̈ｘ＋ｃｘ＋ｋｘ＋βｘ
３ ＝

（ｍω２　ｕ０－ｋｄｘ０）ｃｏｓ（ωｔ）＋ｋｚｘ０ｓｉｎ（ωｔ）（４）

　　设方程（４）的稳态近似解为

ｘ（ｔ）＝Ｂｃｏｓ（ωｔ） （５）
在文献［４］中已指出：ｘ０ ＝Ｂ，则方程（４）为

ｍ̈ｘ＋ｃｘ＋（ｋ＋ｋｄ）ｘ＋βｘ
３ ＝

ｍω２　ｕ０ｃｏｓ（ωｔ）＋ｋｚＢｓｉｎ（ωｔ） （６）
并令

η＝β／ｍ，２ξｐ０ ＝ｃ／ｍ，Ｆ１ ＝ω
２　ｕ０，

ｐ２０ ＝ （ｋ＋ｋｄ）／ｍ，Ｆ２ ＝Ｂｋｚ／ｍ （７）

图２　金属橡胶隔振系统力学模型

Ｆｉｇ．２　Ｍｏｄｅｌ　ｏｆ　ｍｅｔａｌ　ｒｕｂｂｅｒ　ｉｓｏｌａｔｉｏｎ　ｓｙｓｔｅｍ

　　由方程（７）中的ｐ０ 可以得知金属橡胶的迟滞
恢复力第一部分所引起的非线性项使金属橡胶隔

振系统的主共振不是发生在ω＝ｐ０ ＝ ｋ／槡 ｍ 的

地方，而是发生在ω＝ｐ＝ （ｋ＋ｋｄ）／槡 ｍ的地方，

即使得金属橡胶隔振系统的固有频率向左移动．
将方程（７）代入方程（６）得

ｘ̈＋２ξｐ０ｘ＋ｐ
２
０ｘ＋ηｘ

３ ＝

Ｆ１ｃｏｓ（ωｔ）＋Ｆ２ｓｉｎ（ωｔ） （８）

又令

Ｆ＝ Ｆ２１＋Ｆ槡 ２
２，ｔａｎα＝Ｆ２Ｆ１

，

Ｆ１ ＝Ｆｃｏｓα，Ｆ２ ＝Ｆｓｉｎα

３５７１
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方程（８）为

ｘ̈＋２ξｐ０ｘ＋ｐ
２
０ｘ＋ηｘ

３ ＝
Ｆｃｏｓ（ωｔ－α） （９）

方程（９）为考虑金属橡胶的迟滞恢复力和刚度非线
性的金属橡胶隔振器非线性动力学方程的表达式．

２　金属橡胶隔振体产生混沌解析
预测

２．１　谐波慢变参数的平均化方程

本文将对具有弱的非线性刚度特征的金属橡

胶隔振器产生混沌的参数条件进行解析预测．由
非线性振动理论得知，当非线性振动系统的非线
性项较弱时，实际观察到的原系统的运动与周期
运动十分接近，只是振幅和初相位随时间缓慢变
化．此时系统方程（９）的一次谐波解可设为

ｘ＝ａｃｏｓ（ωｔ）＋ｂｓｉｎ（ωｔ） （１０）

ａ和ｂ是关于时间的慢变参数．将方程（１０）对ｔ求
导得

ｘ＝ａ
·ｃｏｓ（ωｔ）－ａωｓｉｎ（ωｔ）＋

ｂ
·
ｓｉｎ（ωｔ）＋ｂωｃｏｓ（ωｔ） （１１）

由于ａ和ｂ是关于时间的慢变参数，近似有

ａ·ｃｏｓ（ωｔ）＋ｂ
·
ｓｉｎ（ωｔ）＝０ （１２）

所以

ｘ＝ｂωｃｏｓ（ωｔ）－ａωｓｉｎ（ωｔ） （１３）

ｘ̈＝ｂ
·

ωｃｏｓ（ωｔ）－ｂω２ｓｉｎ（ωｔ）－
ａωｓｉｎ（ωｔ）－ａω２ｃｏｓ（ωｔ）］ （１４）

　　将ｘ̈，ｘ，ｘ代入方程（９）有

ｂ
·

ωｃｏｓ（ωｔ）－ａ
·
ωｓｉｎ（ωｔ）＝ｇ（ａ，ｂ，ｔ）（１５）

其中

ｇ（ａ，ｂ，ｔ）＝－２ξｐ０［ｂωｃｏｓ（ωｔ）－ａωｓｉｎ（ωｔ）］＋
（ω２－ｐ２０）［ａｃｏｓ（ωｔ）＋ｂｓｉｎ（ωｔ）］－

η［ａｃｏｓ（ωｔ）＋ｂｓｉｎ（ωｔ）］
３＋Ｆｃｏｓ（ωｔ－α）

（１６）

　　由方程（１２）和方程（１５）解得

ａ· ＝－１ωｇ
（ａｂｔ）ｓｉｎ（ωｔ）

ｂ
·

＝ １ωｇ
（ａｂｔ）ｃｏｓ（ωｔ

烅

烄

烆
）

（１７）

　　设θ＝ωｔ，利用平均法对方程（１７）右边在
［０，２π］内进行平均，则

ａ· ＝－ １
２πω∫

２π

０
ｇ（ａｂｔ）ｓｉｎθｄθ

ｂ
·

＝ １
２πω∫

２π

０
ｇ（ａｂｔ）ｃｏｓθｄ

烅

烄

烆
θ

（１８）

代入ｇ（ａ，ｂ，ｔ）积分得平均化方程

ａ· ＝－ξｐ０ａ＋
ｐ２０－ω２

２ω
ｂ＋

３η
８ω
（ａ２＋ｂ２）ｂ－Ｆｓｉｎα２ω

ｂ
·

＝－ξｐ０ｂ－
ｐ２０－ω２

２ω
ａ－

３η
８ω
（ａ２＋ｂ２）ａ＋Ｆｃｏｓα２

烅

烄

烆 ω

（１９）

方程（１９）是谐波慢变参数的平均化方程．

２．２　谐波慢变参数的离散化映射

设

Ｕ（ａ，ｂ）＝－ξｐ０ａ＋
ｐ２０－ω２

２ω
ｂ＋

３η
８ω
（ａ２＋ｂ２）ｂ－Ｆｓｉｎα２ω

（２０）

Ｖ（ａ，ｂ）＝－ξｐ０ｂ－
ｐ２０－ω２

２ω
ａ－

３η
８ω
（ａ２＋ｂ２）ａ＋Ｆｃｏｓα２ω

（２１）

　　方程（１９）可写成

ａ· ＝Ｕ（ａ，ｂ）

ｂ
·

＝Ｖ（ａ，ｂ
烅
烄

烆 ）
（２２）

　　设方程（１９）的平衡点为（ａ０，ｂ０），则有
０＝Ｕ（ａ０，ｂ０）

０＝Ｖ（ａ０，ｂ０｛ ）
（２３）

　　对方程（２２）在 ［０，Ｔ］内进行积分并利用ａ
和ｂ的缓变性质有

ａ（Ｔ）－ａ（０）＝２πω
Ｕ（ａ，ｂ）

ｂ（Ｔ）－ｂ（０）＝２πω
Ｖ（ａ，ｂ

烅

烄

烆
）

（２４）

　　将方程（２４）中的Ｕ（ａ，ｂ），Ｖ（ａ，ｂ）在点 （ａ０，
ｂ０）附近作泰勒展开，并利用方程（２３）有

ａ（Ｔ）－ａ（０）＝２πω
｛Ａ１１ａ（０）＋

Ａ１２ｂ（０）＋Ｅ［ａ（０），ｂ（０）］｝

ｂ（Ｔ）－ｂ（０）＝２πω
｛Ａ２１ａ（０）＋

Ａ２２ｂ（０）＋Ｇ［ａ（０），ｂ（０

烅

烄

烆 ）］｝

（２５）

方程中

Ａ１１ ＝Ｕａ ａ＝ａ０
ｂ＝ｂ０

＝－ξｐ０＋
３η
８ω
２ａ０ｂ０ （２６）

Ａ１２ ＝Ｕｂ　ａ＝ａ０
ｂ＝ｂ０

＝ｐ
２
０－ω２

２ω ＋
３η
８ω
（ａ２０＋３ｂ２０）

（２７）
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Ａ２１ ＝Ｖａ ａ＝ａ０
ｂ＝ｂ０

＝－ｐ
２
０－ω２

２ω
ｂ０－

３η
８ω
（３ａ２０＋ｂ２０）

（２８）

Ａ２２ ＝Ｖｂ　ａ＝ａ０
ｂ＝ｂ０

＝－ξｐ０－
３η
８ω
２ａ０ｂ０ （２９）

　　Ｅ［ａ（０），ｂ（０）］，Ｇ［ａ（０），ｂ（０）］为ａ（０），ｂ（０）
的高阶项．在点 （ａ０，ｂ０）附近，方程（２５）的高阶项
可忽略不计，则

ａ（Ｔ）

ｂ（Ｔ［ ］）＝
２π
ω
Ａ１１＋１ ２π

ω
Ａ１２

２π
ω
Ａ２１ ２π

ω
Ａ２２＋

熿

燀

燄

燅
１

ａ（０）

ｂ（０［ ］）
（３０）

显然方程（３０）是谐波慢变参数的离散映射多次迭
代后的形式，即

Ｐ［ａ（ｔ），ｂ（ｔ）］＝ＴＰ［ａ（０），ｂ（０）］ （３１）

比较方程（３０）与方程（３１）知

Ｔ＝

２π
ω
Ａ１１＋１ ２π

ω
Ａ１２

２π
ω
Ａ２１ ２π

ω
Ａ２２＋

熿

燀

燄

燅
１

（３２）

式（３２）是离散映射的雅可比矩阵．

２．３　产生混沌的解析预测

设Ｔ的特征值为λ，则

２π
ω
Ａ１１＋１－（ ）λ ２π

ω
Ａ２２＋１－（ ）λ －

２π（ ）ω
２

Ａ１２Ａ２１ ＝０ （３３）

由离散动力学理论知，当λ１ ＜１＜λ２ 时，谐波慢
变参数的状态方程的奇点存在鞍点，慢变参数ａ
和ｂ随时间才会出现混沌运动，系统（９）的一次谐
波才有可能是混沌运动，即：当λ１＜１＜λ２时，系
统（９）才有可能产生混沌．由此可得到金属橡胶隔
振器系统出现混沌的必要条件为

Ａ１１ Ａ１２
Ａ２１ Ａ［ ］

２２
＜０ （３４）

将Ａ１１，Ａ１２，Ａ２１，Ａ１１ 代入方程（３４）化简后得

（ξｐ０）
２＋ ｐ２０－ω２

２（ ）ω

２

＋４
３η
８ω
ｐ２０－ω２

２ω ×

（ａ２０＋ｂ２０）＋３
３η
８（ ）ω

２

（ａ２０＋ｂ２０）２ ＜０ （３５）

方程（３５）是金属橡胶隔振系统出现混沌时系统参
数必须满足的条件．方程（３５）中含参数ａ２０＋ｂ２０，

为了消去ａ２０ ＋ｂ２０，令ｒ０ ＝ ａ２０＋ｂ槡 ２
０，ｔａｎθ０ ＝

ｂ０／ａ０，并代入方程（２３）有

０＝－ξｐ０ｒ０ｃｏｓθ０＋
ｐ２０－ω２

２ω
ｒ０ｓｉｎθ０＋

３η
８ω
ｒ３０ｓｉｎθ０－Ｆｓｉｎα２ω

０＝－ξｐ０ｒ０ｓｉｎθ０－
ｐ２０－ω２

２ω
ｒ０ｃｏｓθ０－

３η
８ω
ｒ３０ｃｏｓθ０＋Ｆｃｏｓα２

烅

烄

烆 ω

（３６）

消去θ０，并将Ｆ的表达式代入可得

ｐ２０－ω２

２ω
ｒ０＋

３η
８ω
ｒ（ ）３０

２

＋（ξｐ０ｒ０）
２ ＝

（ω２μ０）
２＋（Ｂｋｚ／ｍ）２

４ω２
（３７）

方程（３７）为求ｒ０ 的方程．将ｒ０ ＝ ａ２０＋ｂ槡 ２
０ 代入

方程（３５）得金属橡胶隔振器系统出现混沌时系统
参数必须满足的条件为

（ξｐ０）
２＋ ｐ２０－ω２

２（ ）ω

２

＋４
３η
８ω
×

ｐ２０－ω２

２ω
ｒ２０＋３

３η
８（ ）ω

２

ｒ４０ ＜０ （３８）

方程中的ｒ０ 由方程（３７）用系统参数给出．
由方程（３８）可知，要使方程（３８）成立，则必须

有以下方程成立，即

４
３η
８ω
ｐ２０－ω２

２ω ＜０ （３９）

求解上式，将ｐ０ 的表达式代入可得

ω＞
ｋ＋ｋｄ槡ｍ

（４０）

由方程（４０）可知，只有当振动频率大于金属橡胶
隔振系统的固有频率，才产生混沌．
因此在考虑非线性因素的金属橡胶隔振系统

设计时，可以将金属橡胶隔振系统的参数代入方
程（３８）中进行混沌预测和判断，以避开不利的混
沌运动．所以，方程（３８）为考虑非线性因素的金属
橡胶隔振系统设计和隔振效果分析提供了理论

依据．

３　结　论

本文在考虑金属橡胶隔振系统的非线性刚度

和非线性迟滞恢复力的基础上，建立了金属橡胶
隔振器的非线性动力学方程．根据非线性振动理
论，得出了系统在弱非线性情况下的一次谐波慢
变参数的平均化方程；推出了谐波慢变参数状态
方程的离散化映射，获得了金属橡胶隔振器出现
混沌的解析条件；得出了由于金属橡胶的迟滞恢
复力的影响使金属橡胶隔振系统的主共振不是发
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生在ω＝ｐ０＝ ｋ／槡 ｍ的地方，而是发生在ω＝ｐ＝
（ｋ＋ｋｄ）／槡 ｍ 的地方，即使得金属橡胶隔振系统
的固有频率向左移动，以及只有当振动频率大于
金属橡胶隔振系统的固有频率，金属橡胶隔振系
统才产生混沌等结论．
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